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基于核函数的三坐标空间测量误差估计

张月梅，张梅，高陈媛

安徽大学

摘要：由于三坐标测量过程中涉及多种测量误差因素，因此在快速测量过程中对误差特性进行详细分析就比

较复杂。本文以移动桥式三坐标测量机为研究对象，运用基于非参数回归模型中的核函数估计法对手动三坐标测

量机的空间测量误差进行了多元非线性建模和预测。通过对采集数据进行回归拟合，并与参数建模的拟合结果进

行对比分析后可知，非参数回归模型中的核函数估计法具有更好的预测效果。

关键词：三坐标测量机，误差建模，非参数回归，核函数估计
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　引言

由于三坐标测量机测量过程中涉及到多种测量

误差因素，测量误差与空间坐标的关系更多地表现

为非稳定、非线性关系，且不知测量误差的总体分布

形式，因此很难用具体准确的数学表达式来描述。

由于经典的参数建模法要求被分析的数据遵从某一

已知特定分布如正态分布，一旦这种假定条件不成

立，其推断的正确性就不存在。

核估计法属于非参数建模，在抽取样本对总体

进行估计时不必依赖于样本所属的总体分布形式，

对模型的限制很少。比较两种建模方法的回归拟合

可知，核估计法比偏最小二乘法有更好的拟合效果，

非参数建模比参数建模更能准确预测三坐标测量机

动态误差。为此，本文采用核估计法对三坐标测量

机的动态误差进行估计。

"

　核函数估计理论

"


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　核估计简介
核估计也称为局部加权平均估计，利用加权函

数进行拟合函数估计，是一种非参数估计方法。对

于一组关于 Ｘ和 Ｙ的观测数据｛（ｘｉ，ｙｉ）｝
ｎ
ｉ＝１，假设

它们存在如下关系：ｙｉ＝ｍ（ｘｉ）＋εｉ，ｉ＝１，…，ｎ。当

２２１ 工 具 技 术



解释变量为确定变量时，假设随机误差项的数学期

望为零，即 Ｅ（ｕｉ）＝０，此时因变量的数学期望 Ｅ
（Ｙｉ）＝ｍ（Ｘｉ）；当解释变量为随机变量时，假定解释
变量与随机误差项独立，假定随机误差项的条件数

学期望为零，即Ｅ（
Ｙｉ
Ｘｉ
）＝ｍ（Ｘｉ）。一般来说，可以认

定ｍ（ｘ）为Ｙ在Ｘ＝ｘ条件下的期望值。
通常核估计的目的在于确定 ｍ（ｘ）的最佳形

式。在非参数化估计中，对 ｍ（ｘ）的形式不做任何
假设，主要从样本中获取分布信息。若｛Ｘ１，Ｘ２，…
ＸＮ｝为随机变量 ｘ的 Ｎ个样本，随机变量 ｘ的密度
函数记为ｆ（ｘ），则核函数估计ｆ（ｘ；ｈ）定义为

ｆ^ｎ（ｘ）＝
１
ｎｈ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｋ（
ｘ－Ｘｉ
ｈ ） （１）

式中，ｈ为窗宽，满足条件ｌｉｍ
ｎ→∞
ｈ＝０和ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｎｈ＝

０，其作用是调节核函数密度的光滑程度；Ｋ（·）为
核函数，是一个权函数。

核函数估计是一个加权平均。核函数估计的好

坏依赖于核函数和窗宽ｈ的选取。常用核函数如表
１所示。

表１　常用核函数

名称 表达式

Ｕｎｉｆｏｒｍ １
２（ ｕ≤１）

Ｇａｕｓｓｉａｎ
１
２槡π
ｅ－
ｕ２
２（ ｕ≤１）

Ｅｐａｎｅｃｈｎｉｋｏｖ ３
４（１－ｕ

２）（ ｕ≤１）

Ｂｉｗｅｉｇｈｔ １５
１６（１－ｕ

２）２（ ｕ≤１）

Ｔｒｉｗｅｉｇｈｔ ３５
３２（１－ｕ

２）３（ ｕ≤１）

"


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　核函数窗宽选择
核函数估计 ｆ^ｎ（ｘ）的偏差和方差分别定义为

Ｂｉａｓ｛^ｆｎ（ｘ）｝^ｆ＝Ｅ［^ｆｎ（ｘ）］－ｆ（ｘ） （２）

Ｖａｒ｛^ｆｎ（ｘ）｝＝Ｅ［^ｆｎ（ｘ）］２－［Ｅ^ｆｎ（ｘ）］２ （３）

窗宽的选择对估计值 ｆ^ｎ（ｘ）的影响很大。窗宽
ｈ越小，估计结果越接近针状分布；窗宽 ｈ越大，估
计结果越平滑，但会光滑掉 ｆ的一些重要特征。
ＭＩＳＥ准则旨在避免了这两种极端情况发生。ＭＩＳＥ
准则要求最小化以下值

ＭＩＳＥ｛^ｆｎ（ｘ）｝＝Ｅ［^ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）］２ （４）

将ＭＩＳＥ｛^ｆｎ（ｘ）｝简写为ＭＩＳＥ（ｈ）以表示它依

赖于窗宽ｈ。基于最小化 ＭＩＳＥ准则的最优窗宽定
义为

ｈｏｐｔ＝ａｒｇｍｉｎｈＭＩＳＥ（ｈ） （５）

根据式（４）可以将ＭＩＳＥ写成

ＭＩＳＥ（ｈ）＝∫Ｂｉａｓ２｛^ｆｎ（ｘ）｝＋∫Ｖａｒ｛^ｆｎ（ｘ）｝（６）
对偏差和方差进行泰勒展开可得

ＭＩＳＥ（ｈ）＝Ｒ（Ｋ）ｎｈ ＋
ｈ４μ２ＫＲ（ｆ″）
４ ＋ο（１ｎｈ）＋ο（ｈ

４） （７）

当拥有大量样本时，以下定义的渐进 ＭＩＳＥ
（ＡＭＩＳＥ）可以作为一个好的近似

ＡＭＩＳＥ（ｈ）＝ＣＶＲ（Ｋ）ｎ
－１ｈ－１＋１４ＣＢμ

２
Ｋｈ
４ （８）

式中，ＣＶ为常量；ＣＢ＝Ｒ（ｆ″），均是与核函数 Ｋ（·）
无关的量。

对上式求一阶导数，然后令其为０，可得到基于
最小化ＡＭＩＳＥ（ｈ）准则的最佳窗宽为

ｈｏｐｔ＝（
ＣＶ
４ＣＢ
）１／５（

Ｒ（Ｋ）
μ２Ｋ
）１／５ｎ－１／５ （９）

"


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　核函数选择
在ＡＭＩＳＥ准则下将式（９）式带入式（８）式中，

可得

ＡＭＩＳＥｏｐｔ＝ｎ
－４／５ Ｃ( )Ｖ

４／５ Ｃ( )Ｂ
１／５ ４１／５＋４( )－４／５ Ｒ２( )Ｋμ[ ]Ｋ

２／５

（１０）
当确定最佳窗宽后，由于 ＣＶ和 ＣＢ为常量，所

以要使ＡＭＩＳＥ（ｈ）最小化，则需令 Ｒ２（Ｋ）μＫ最小。
Ｒ２（Ｋ）μＫ与核函数的关系如下

Ｒ２（Ｋ）μＫ＝［∫Ｋ２（ｕ）ｄｕ］２∫ｕ２Ｋ（ｕ）ｄｕ （１１）

所以最优的核函数是使式（１１）达到最小的核
函数。

#

　非参数回归建模

非参数回归建模流程如图１所示。

图１　非参数回归建模流程

#


!

　模型数据及量化
共采集了４８０组试验数据。在同一试验样本的

基础上随机选取５％（即２４组）数据作为预测样本，
其余数据为建模样本。对训练集和测试集进行归一

化预处理，归一化映射如下

ｆ：ｘ→ｙ＝
ｘ－ｘｍｉｎ
ｘｍａｘ－ｘｍｉｎ （１２）

式中，ｘ，ｙ∈Ｒｎ；ｘｍｉｎ＝ｍｉｎ（ｘ）；ｘｍａｘ＝ｍａｘ（ｘ）。
归一化的效果是使原始数据被规范到［１，２］范

围内。

在ＭＡＴＬＡＢ中，ｍａｐｍｉｎｍａｘ函数可以实现上述
归一化，其常用的函数接口如下

３２１２０１８年第５２卷Ｎｏ．２



［ｙ，ｐｓ］＝ｍａｐｍｉｎｍａｘ（ｘ，ｙｍｉｎ，ｙｍａｘ） （１３）
#


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　窗宽选择
在式（９）中，ＣＢ＝Ｒ（ｆ″）仍然未知，一般的做法

是用嵌入法（Ｐｌｕｇ－ｉｎ）嵌入 Ｒ（ｆ″）一个恰当估计。
在此采用 Ｓｉｌｖｅｒｍａｎ提出的一种初等方法，ｒｕｌｅｏｆ
ｔｈｕｍｂ拇指法则，即根据经验的方法。如果事先知
道ｆ来自正态总体且具有均值ｕ及方差σ２，那么

Ｒ（ｆ″）＝σ－５Ｒ（φ″）＝ ３
８槡π

σ－５ （１４）

式（１４）中φ（·）表示标准正态分布的密度函数，未

知参数可用样本标准差
１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）槡

２。由

此得到窗宽为

ｈ^ｒｏｔ＝（
４
３ｎ）

１／５σ^ （１５）

通过ＭＡＴＬＡＢ编程计算得出最佳窗宽ｈ＝０．５。
３３　通过ＡＭＩＳＥ准则选择核函数
通过对式（１１）积分求解，得到使ＡＭＩＳＨ最优的

核函数为

Ｋ（ｕ）＝ｄ（ｄ＋２）２Ｓｄ
（１－ｕ２１－ｕ

２
２－…－ｕ

２
ｄ） （１６）

式中，Ｓｄ ＝２π
ｄ／２／Γ（ｄ／２），Γ（α）＝∫

∞

０
ｘ－１ｅｘｄｘ。

所以一元核估计的最优函数是 Ｋ（ｕ）＝０．７５（１
－ｕ２），即Ｅｐａｎｅｃｈｎｉｋｏｖ核函数。

#


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0,23,4

分析与预测

在三坐标测量机空间误差建模研究中，以测量

坐标值ｘ、ｙ、ｚ为自变量，标准量块的测量误差 ｅ为
因变量，通过嵌入法选择最佳窗宽 ｈ，由 ＡＭＩＳＥ准
则选择最优核函数。

通过核估计公式可以得到三坐标测量机在测量

空间内不同测量点产生的测量误差的预测值为

ｍ^（Ｘ）＝
７．５∑

ｎ

ｉ＝１
［１－（

ｘｉ－ｘ
ｈ ）２－（

ｙｉ－ｙ
ｈ ）２－（

ｚｉ－ｚ
ｈ ）

２］ｅｉ

Ｓ３∑
ｎ

ｉ＝１
［１－（

ｘｉ－ｘ
ｈ ）２－（

ｙｉ－ｙ
ｈ ）２－（

ｚｉ－ｚ
ｈ ）

２］

（１７）
式中，Ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ）；Ｓ３＝２π

３／２Γ（３／２），Γ（α）＝

∫
∞

０
ｘ－１ｅｘｄｘ。

根据式（１７），通过 ＭＡＴＬＡＢ编程实现公式算
法，得到预测样本的预测值，见图２。计算出均方误
差ＭＳＥ＝０．００６３４９４２ｃｍ，相关系数Ｒ＝９７．３４４９％。

在偏最小二乘法的ＭＡＴＬＡＢ算法中，拟合曲线
与实际测得数据间的均方误差为０．０３０６９ｃｍ。与偏
最小二乘法相比，核函数估计减小了均方误差，提高

了曲线拟合的精确度，更适合进行空间坐标测量误

差曲线的拟合。

图２　核估计预测结果
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本文针对空间测量误差和各影响因素间可能存

在着复杂的非线性关系，采用核函数估计的非参数

回归方法对三坐标空间测量误差进行了建模分析，

同时与偏最小二乘法作对比。

由两种建模方法的回归拟合比较可知，核估计

法比偏最小二乘法有更好的拟合效果。在手动三坐

标测量机空间测量误差的后续研究中，如果在对总

体分布类型难以知晓、参数估计中的假设得不到满

足时，可以考虑选择合适的非参数回归模型法。
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