
　　（２）采用有限元仿真手段对不同切削参数及刀
条斜面角度的切削加工过程进行分析，考虑其对切

削力及切削温度等切削结果的影响，选择出合适的

切削参数及刀条斜面角度；

（３）选用仿真得到的参数进行锥齿轮加工，并
对加工后的齿轮进行检测，齿轮精度在合格范围内，

间接验证了切削参数与刀条斜面角度的合理性。
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摘要：圆盘刀是超声切削ＮＯＭＥＸ蜂窝芯材料的刀具之一，其几何参数直接影响超声切削振动系统的振动频
率，进而影响超声切削的加工性能。根据刀具几何参数约束区间，确定振动频率数值模型拟合样本点，分别采用三

种拟合方法对超声切削振动系统的振动频率进行数值拟合，并进行全区间拟合准确性对比检验。研究结果表明：

采用二次多项式逐步回归法拟合出的方程在几何参数全区间内有更高的准确性，建立的振动频率数值模型可以为

超声切削刀具几何参数优化的研究提供参考。
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　引言

圆盘刀作为超声切削ＮＯＭＥＸ蜂窝芯材料的专

用刀具之一，能够实现平面、台阶面、复杂曲面以及

工件夹角的加工［１］，并可有效减小切削热，提高加

工效率，保证加工质量。圆盘刀的结构形状及其几

何参数会对超声切削振动系统的振动频率产生影

响，进而影响到超声切削加工的加工性能。

一般情况下，当刀具质量远小于变幅杆质量时，

可忽略加工刀具对振动频率的影响，直接对超声变
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幅杆进行设计优化研究；但当刀具质量较大时，加工

刀具对振动频率产生的影响较大，此时有必要将加

工刀具作为超声变幅杆的一部分进行整体优化设计

研究［２］。张可昕等［３］和潘巧生等［４］分别对带有加

工刀具与不带有加工刀具的超声变幅杆进行了动力

学分析，并在此基础上设计、优化出性能优良的超声

变幅杆。

当超声变幅杆设计完成后，超声切削振动系统

的振动频率受到加工刀具几何参数的影响。但由于

加工刀具几何参数间存在高度依赖关系，造成振动

频率与几何参数的关系较复杂，不利于超声切削刀

具的几何参数优化。为解决上述难题，部分学者将

拟合思想引入到相关研究中，通过对试验数据分析

运算，采用不同的拟合方法，最终以显性函数表示出

了目标变量与设计变量之间的关系。刘明等［５］采

用响应面法建立蜂窝芯固有频率数学方程并通过遗

传算法完成蜂窝芯固有频率的优化设计；胡俊峰

等［６］以响应面法为基础，完成微操作平台的多目标

优化；吴巍巍等［７］采用沿中心点展开的响应面法对

蜂窝平面结构进行优化设计；陈林等［８］选用二次多

项式逐步回归法建立不同营养元素对某植物高度和

数量的影响方程，并定量研究不同营养元素对其生

长情况的影响。

本文通过对超声切削振动系统进行整体模态分

析，确定刀具几何参数约束区间及拟合样本点。采

用上述三种拟合方法分别建立振动频率与几何参数

间显性数学方程，通过比较三个数学方程在几何参

数全区间内的准确性，选取最适合于表示超声振动

系统振动频率的数学方程，用于超声切削刀具几何

参数优化设计的研究。

"

　拟合样本确定

"


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　刀具几何参数约束区间确定
超声切削振动系统由超声变幅杆及圆盘刀组

成，谐振频率 ２０ｋＨｚ。圆盘刀是超声切削 ＮＯＭＥＸ
蜂窝芯材料专用刀具之一，采用 ＹＧ８材料，结构见
图１。超声变幅杆选用四分之一波长复合型变幅
杆，材料为４５钢，二者材料属性见表１。

表１　超声振动系统材料属性

材料名称 密度（ｇ／ｃｍ３） 弹性模量（ＧＰａ） 泊松比

ＹＧ８ １４．５ ６００ ０．３

４５钢 ７．８ ２００ ０．３

　　采用有限元分析软件 ＡＢＡＱＵＳ对不同几何参
数下的圆盘刀进行整体模态分析，获得自由振动下

的振动频率及振型。超声变幅杆及圆盘刀均采用

Ｃ３Ｄ１０十结点二次四面体单元，并将二者接触面绑
定。选取纵向振动振型下的频率作为超声振动系统

振动频率（见图２）；在合理几何参数取值范围内，分
析圆盘刀几何参数对超声切削振动系统振动频率的

影响情况（见图３－图５）。

图１　圆盘刀结构模型

图２　超声切削振动系统纵向振动振型

图３　振动频率随刀具长度变化曲线

图４　振动频率随刀具直径变化曲线

由图３－图５可知，圆盘刀几何参数在合理范
围内，超声切削振动系统振动频率随刀具长度和刀

具前角的增大而减小，且振动频率处于同一阶。当
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刀具直径低于２４ｍｍ时，超声振动系统振动频率处
于同一阶，且随刀具直径的增大单调递减；当刀具直

径大于２４ｍｍ，振动频率增大到下一阶。

图５　振动频率随刀具前角变化曲线

"


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　拟合样本点确定
为在较少的试验次数条件下取得较高的准确

性，本文采用正交试验设计方法确定拟合样本点。

正交试验设计是一种多因素多水平的试验设计方

法，包括确定试验目的、试验指标、选择因素和水平。

该方法根据标准正交表设计出合理有效的试验方

案，进而分析多个因素对目标的综合影响，最终以最

少的试验次数寻找出最优的因素水平组合，具有均

匀分散和水平可比的特点［９］。

正交试验设计中样本点选取方法共五种，当设

计变量较多时，应用部分因子设计样本点选取方法

广泛且简便，因此本文采用上述方法为圆盘刀选取

合理拟合样本点。具体选取方法见图６。

图６　部分因子设计样本点选取方法

本文所拟数值模型约束区间仅为振动频率处于

同一阶内的设计变量值，对于所处阶数不同的设计

变量，采用两不同数学方程分别表示各自振动频率

拟合情况。根据部分因子设计样本点选取方法，若

图６中１号与２号样本点发生纵振振型对应振动频
率存在于同一阶，则三个设计变量所组成的长方体

状约束区间内所有点对应的振动频率必在同一阶。

因此，根据图３－图５圆盘刀几何参数变化对超声
切削振动系统振动频率的影响，逐步缩小设计变量

取值范围直至样本点１与样本点２纵振振型振动频
率处于同一阶。

经多次调整设计变量取值，最终当１号样本点
对应三个设计变量值为 １２、２６、１７，２号样本点为
２１、３４、２４时，振动频率处于同一阶，即处于同一阶
内的三个设计变量约束区间分别为 １２－２１、２６－
３４、１７－２４。

根据设计变量约束区间，对超声切削振动系统

进行整体模态分析，确定数值模型拟合样本点（见

表２）。
表２　数值模型拟合样本点确定

试验

组号

刀具直径

（ｍｍ）
刀具长度

（ｍｍ）
刀具前角

（°）
振动频率

（Ｈｚ）
１ １６．５ ２６ ２４ ２０９９９
２ １２ ３０ ２４ ２０８５３
３ ２１ ３４ ２４ １８９３４
４ ２１ ２６ ２０．５ ２０４９１
５ １６．５ ３０ ２０．５ ２０９６２
６ １２ ３４ ２０．５ ２０６３６
７ １２ ２６ １７ ２１０７８
８ ２１ ３０ １７ ２０４４７
９ １６．５ ３４ １７ ２０９０８

　　３　三种拟合模型的建立及拟合准确性
分析

#
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　响应面法
响应面法是一种将试验设计与数理统计相结合

的优化方法，广泛应用于工业设计和化学工业等领

域［１０］。其理论基础为最小二乘拟合，通过对试验数

据的最小二乘拟合，使输出变量（系统响应）在约束

区间内全局逼近真实响应面，最终获得目标变量与

设计变量间近似函数关系，具有适用性强且简便性

高的优点。

（１）建立三阶响应面数值模型
采用三阶响应面拟合方法构造超声切削振动系

统振动频率数值模型，其构造形式为

Ｙ＝β０＋∑
ｎ

ｉ＝１
βｉＸｉ＋∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝ｊ
βｉｊＸｉＸｊ

＋∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
βｉｉｊｘ

２
ｉｘｊ＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＞ｉ
∑
ｎ

ｋ＞ｊ
ｘｉｘｊｘｋ＋ε （１）

式中，Ｙ为超声切削振动系统振动频率；ｘｉ、ｘｊ、ｘｋ为
三设计变量分量；ｎ为设计变量个数；ε为拟合
误差。

响应面数值模型可由式（２）所示的矩阵形式表
示为

Ｙ＝Ｘβ＋ε （２）
β＝（β０，β１，…，βｐ）

Ｔ （３）

Ｙ＝（ｙ０，ｙ１，…，ｙｍ－１）
Ｔ （４）

０１１ 工 具 技 术



Ｘ＝

１ ｘ０１ ｘ０２ … ｘ０ｐ
１ ｘ１１ ｘ１２ … ｘ１ｐ
   

１ ｘ（ｍ－１）１ ｘ（ｍ－１）２ … ｘ（ｍ－１）











ｐ

（５）

式中，Ｙ为振动频率响应值矩阵；Ｘ为样本点组成的
设计变量矩阵；β为振动频率响应系数矩阵；ε为拟
合误差向量；ｍ为试验组数。

以最小二乘法拟合振动频率响应系数矩阵，设

Ｌε′ε＝（Ｙ－Ｘβ）′（Ｙ－Ｘβ），令Ｌ／β＝０，得 Ｘ′Ｘβ
＝Ｘ′Ｙ，振动频率响应系数矩阵β可表示为

β＝（ＸＴＸ）－１（ＸＴＹ） （６）
根据表２超声切削振动系统振动频率拟合样本

点，结合最小二乘拟合后的振动频率响应系数矩阵

β，得三阶响应面近似函数方程为
Ｙ＝０．３９１＋０．４３３Ｄ＋６．０６５Ｌ＋３．１７７α－２５．８８１Ｄ２

＋６５．６９４Ｌ２＋１１．３３３α２－０．６０６Ｄ３－０．８８４Ｌ３－０．２３

２α３＋１．１６３Ｄ２Ｌ＋１．８４４Ｄ２α－０．５５６Ｌ２Ｄ－１．５１８Ｌ２

α－０．０３９α２Ｄ＋０．０２９α２Ｌ－６．６５２ＤＬ－１１．９４８Ｄα
＋３０．６２７Ｌα－０．２６５ＤＬα

（２）三阶响应面数值模型准确性检验
以复相关系数 Ｒ２的值评价响应面数值模型对

样本点拟合的准确性。其值越接近１，则样本点处
拟合曲线值与实际样本值越接近，有

Ｒ２＝ＳＳＥ／ＳＳＹ （７）
ＳＳＥ＝ＹＴＹ－βＴＸＴＹ （８）
ＳＳＹ＝ＹＴＹ－（ＩＴＹ）２／ｍ （９）

式中，ＳＳＥ表示响应值与响应估计值差的平方和；
ＳＳＹ表示响应值与响应均差值的平方和；ｍ为正交
试验的组数；Ｉ为ｍ×１全为１的列向量。将相应矩
阵带入响应面理论模型准确性检验公式，得 Ｒ２＝
０９９９，即拟合曲线在样本点处有较高的拟合准
确度。

#


"

　通过中心点展开的响应面法
（１）二阶中心点响应面法数值模型建立
三阶响应面法是对试验值的无偏估计，存在中

心设计点拟合不精确的缺陷，同时在优化设计中更

希望当前设计点近似约束值等于准确分析值。因

此，提出了以任意样本点及其振动频率响应值作为

响应面中心点，对除中心点外的其他样本点进行响

应面值与真实值之差的最小二乘拟合的通过中心点

展开的响应面模型［７］。

对通过中心点展开的响应面模型进行二阶拟

合，其构造形式见式（１０）。若三阶响应面振动频率
响应值矩阵Ｙ及设计变量矩阵 Ｘ如式（４）和式（５）

所示，则通过中心点展开的响应面模型对应矩阵变

化为式（１１）和式（１２）；式（１３）为通过中心点展开的
响应面常数项计算式，ｍ为正交试验设计组数。

Ｙ′＝Ｃ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉｘｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊｘｉｘｊ （１０）

Ｘ′＝

ｘ１１－ｘ０１ ｘ１２－ｘ０２ … ｘ１ｐ－ｘ０ｐ
ｘ２１－ｘ０１ ｘ２２－ｘ０２ … ｘ２ｐ－ｘ０ｐ
  

ｘ（ｍ－１）１－ｘ０１ ｘ（ｍ－１）２－ｘ０２ … ｘ（ｍ－１）ｐ－ｘ











０ｐ
（１１）

Ｙ′＝ ｙ１－ｙ０ ｙ２－ｙ０ … ｙｍ－１－ｙ[ ]０ Ｔ （１２）

Ｃ０ ＝ｙ０－∑
ｍ－１

ｉ＝１
Ｃｉｘ０ （１３）

Ｃ＝ Ｃ０ Ｃ１ … Ｃ[ ]ｐ Ｔ （１４）

通过中心点展开的响应面法的振动频率响应系

数矩阵与三阶响应面法相同，因此将式（１０）、式
（１１）相应矩阵代入式（６）进行最小二乘估计，得到
频率响应值系数矩阵 β；根据式（１２）得到二阶改进
响应面常系数；则二阶改进响应面方程为

Ｙ′＝３２４８＋１０００．１４Ｄ＋４４５．５９Ｌ＋５５６．１４α

－２１．１１Ｄ２－４．５８Ｌ２－５．１５α２－５．６９ＤＬ－１１．３４Ｄα－７．９２Ｌα

（２）中心点响应面数值模型准确性检验
通过中心点展开响应面数值模型与三阶响应面

模型准确性检验方法相同，同样以复相关系数作为

模型准确性标准，有

Ｒ２＝ＳＳＲ／ＳＳＹ （１５）
ＳＳＲ＝ＣＴＸＴＹ－（ＩＴＹ）２／ｍ （１６）
ＳＳＹ＝ＹＴＹ－（ＩＴＹ）２／ｍ （１７）

通过中心点展开的响应面准确性检验方法只能

评价样本点处拟合准确性，此模型中复相关系数 Ｒ２

＝０．９９６９，即样本点处函数拟合值准确。
#


#

　二次多项式逐步回归
（１）二次多项式逐步回归模型
二次多项式逐步回归模型是在类似于式（１８）

的二次多项式回归模型的基础上，对模型中的变量

进行逐步回归检验后所得数学方程。

Ｙ＝ｂ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉｘｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉｉｘ

２
ｉ＋∑

ｉ＜ｊ

ｉ＝１
ｂｉｊｘｉｘｊ （１８）

逐步回归检验的基本思想是将变量逐个引入，

引入变量的条件是偏回归平方和经检验是显著的。

同时每引入一个新变量后，需要对模型中已引入的

变量再次逐个检验，将不再显著的变量剔除，直至所

有变量引入完毕，以此来保证最后所得的变量子集

内的所有变量均是显著的［１１］。
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若目标Ｙ共受ｎ个自变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ影响，且
对目标Ｙ进行 ｍ组正交试验。假设现已引入ｑ－１
个自变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｑ－１，ｘｑ，ｘｑ＋１，…，ｘｎ为待引入自
变量，此时目标Ｙ与自变量Ｘ满足式（１９）。

Ｙ＝Ｘｑφｑ＋ε （１９）

若引入自变量ｘｉ（ｉ＝ｑ，ｑ＋１，…，ｎ），则式（１９）
变化为式（２０），其假设检验统计量可按式（２１）表
示。式中β、ＲＳＳｑ＋１分别为式（２０）中回归模型回归
系数的最小二乘估计与残差平方和。

Ｙ＝ Ｘｑ，ｘ( )ｉ
φｑ
β[ ]
ｉ

＋ε，ｉ＝（ｑ，ｑ＋１，…，ｎ） （２０）

Ｆ０（ｉ）＝（ｍ－ｑ－１）β
２
ｉ（ｘ′ｑＮｑｘｑ＝ｉ）／ＲＳＳｑ＋１ （２１）

Ｎｑ＝１－Ｘ′ｑ（Ｘ′ｑＸ）
－１Ｘｑ （２２）

设Ｆ０（ｑ）为Ｆ０（ｉ）（ｉ＝ｑ，ｑ＋１，…，ｎ）中最大者，
如式（２３）所示，对于给定的显著性水平α，若满足式
（２４），则自变量被接受，反之自变量被剔除。

Ｆ０（ｑ）＝ｍａｘＦ０（ｑ），Ｆ０（ｑ＋１），…，Ｆ０（ｎ{ }） （２３）

Ｆ０（ｑ）≠Ｆｍ－ｑ－１（α） （２４）

由于二次多项式逐步回归模型计算量大，因此

利用ＤＰＳ９．０１数值计算软件辅助求得振动频率方
程为

Ｙ＝１１２８８．１１＋１５３０．５６Ｄ－２９．９１Ｄ２＋１．７７α２

－１０．２４ＤＬ－１６．３９Ｄα＋３．９９Ｌα

（２）二次多项式逐步回归数值模型准确性检验
二次多项式逐步回归数值模型通过方差分析及

Ｆ检验验证振动频率数值模型准确性。检验指数包
括决定系数Ｒ、衡量回归均方相对大小的Ｆ值、各个
回归系数的偏相关系数的显著水平 Ｐ以及 Ｄｕｒｂｉｎ
－Ｗａｔｓｏｎ统计量 Ｄ。当决定系数 Ｒ越接近于１、Ｆ
值越大、Ｐ值越接近于０、统计量Ｄ越接近于２，则拟
合精度越高。

经计算，此模型中相关系数 Ｒ＝０．９９９２、Ｆ＝
２１６．８、显著水平 Ｐ＝０．００４６，统计量 Ｄ＝２．３４。检
验结果表明利用二次多项式逐步回归方法拟合出的

超声振动系统振动性能数学模型拟合比较准确，但

Ｄｕｒｂｉｎ－Ｗａｔｓｏｎ统计量与标准值２相距较大，表明
模型残差自相关性较弱，即各变量间相互独立性较

弱，有较强的依赖性，对模型拟合的准确性造成一定

影响。

(

　三种拟合方程的全区间准确检验

响应面准确性检验方法仅能对样本点处数值模

型拟合准确性进行评价，但无法分析出非样本点处

函数拟合情况；在上述三种方程的准确性检验分析

中，复相关系数均大于０．９９，即三个方程在样本点
处均有较高的拟合精度，无法选择出最优拟合方程。

因此，为得到全区间内的最优振动频率拟合方程，需

在数值模型约束区间内添加一定数量的检验点，所

添加的检验点应较平均的分布于约束区间内，以此

来较全面的反映出方程拟合准确性。

检验点选取方法如图７所示。在三设计变量所
组成的长方体状约束区间内，将每个设计变量分为

三个水平，则在约束区间内共有 ２７个可选择水平
点；在２７个可选择水平点中，９个水平点已作为样
本点用于数值模型拟合，因此基于检验点选择原则，

将约束区间内除样本点外的剩余可选择水平点作为

数值模型检验点，通过比较三个方程在检验点处实

际振动频率值与理论振动频率值，最终确定最优振

动频率数值模型。

图７　正交试验设计检验点选取

图８－图１０分别为三种拟合方法所拟合出的
振动频率模型在检验点处的振动频率与实际仿真

结果的对比情况。由图 ８可知，在 １８个检验点
处，采用三阶响应面法拟合出的数值模型在全区

间内仅有５处检验点拟合误差低于１％，其中３处
检验点拟合误差值低于１００；因此，此模型无法准
确反映出圆盘刀超声切削振动系统振动频率的变

化情况。

对比图９与图１０可得，沿中心点展开的响应
面模型共有１４处检验点拟合误差低于１％，其中７
个检验点拟合误差值低于１００；二次多项式逐步回
归模型共有１４处检验点拟合误差低于１％，其中９
个检验点拟合误差值低于１００；二次多项式逐步回
归模型相比于沿中心点展开的响应面模型，前者

虽在拟合误差低于１％的检验点个数上略低于后
者，但其中具有高拟合准确性的检验点个数上优

于后者，使二次多项式逐步回归法数值模型在设

计变量全区间内的整体变化趋势与实际值更为接

近，所拟曲线更能准确表示出圆盘刀超声切削振
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动系统振动频率变化情况，因此以二次多项式逐

步回归数值模型作为圆盘刀超声切削振动系统振

动频率数值模型。

图８　三阶响应面模型拟合准确性比较

图９　二阶沿中心点响应面模型拟合准确性比较

图１０　二次多项式逐步回归模型拟合准确性比较

)

　结语

（１）对带有圆盘刀的超声切削振动系统进行整
体模态分析，根据超声切削振动系统振动频率随圆

盘刀几何参数变化曲线，确定振动频率处于同一阶

时对应的圆盘刀刀具直径、刀具长度、刀具前角约束

区间分别为１２－２１、２６－３４、１７－２４，并根据约束区
间确定模型拟合样本点及检验点。

（２）根据模型拟合样本点，分别采用三阶响应
面法、二阶沿中心点展开的响应面法及二次多项式

逐步回归法建立圆盘刀超声切削振动系统振动频率

数值模型，并分别对三者进行样本点拟合准确性检

验。结果表明，三模型复相关系数均大于０．９９，即
三模型在样本点处拟合准确性高。

（３）在模型检验点处分别对三个圆盘刀振动频
率数值模型拟合准确性进行对比验证。比较结果表

明，三阶响应面模型在检验点处拟合准确性差，所拟

曲线不能很好反映出超声切削振动系统振动频率变

化情况。二次多项式逐步回归模型与沿中心点展开

的响应面模型相比，二次多项式逐步回归模型所拟

曲线在设计变量全区间内的整体变化趋势与实际更

为接近，因此采用二次多项式逐步回归模型作为圆

盘刀超声切削振动系统振动频率数值模型，并为超

声切削刀具几何参数设计优化研究提供基础。
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