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球坐标测量系统几何误差辨识及补偿方法

李少博１，袁道成１，２，何华彬１，杜炜１

１中国工程物理研究院机械制造工艺研究所；２西安交通大学

摘要：几何误差是影响球坐标测量系统精度的重要因素，误差补偿技术是提高其测量精度的有效方法。本文

针对球坐标测量系统几何误差辨识及补偿问题，提出一种基于高精度球面靶标标定的误差辨识方法。首先，基于

ＤｅｎａｖｉｔＨａｒｔｅｎｂｅｒｇ方法建立球坐标测量系统误差模型；其次，分析基于高精度球面靶标标定的误差辨识原理；最
后，运用该标定方法进行几何误差辨识仿真试验，并具体分析影响误差辨识精度的因素。仿真结果表明，基于高精

度球面靶标的标定方法可以辨识出７项几何误差，经过误差辨识和补偿能够提高球坐标测量系统的球面面形测量
精度。
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　引言

随着现代科技的不断发展，高精度球体类零件

在精密仪器、工业制造等诸多领域得到了广泛的应

用［１，２］，如轴承滚珠、计量标准球、球形黑腔［３］和陀

螺转子等，对其精度要求也越来越高。对于高精度

球面测量的需求，现有的球度测量技术存在诸多不

足，如接触式测量造成球面划伤变形、旋转机构引入

误差、不能实现全球面或近全球面的测量等［４］，球

面测量技术亟待发展。

球坐标测量系统［５，６］具有结构灵活、易实现自

动扫描和非接触式测量的特点，在针对球面和曲面

的测量领域具有较大优势［５］，将其应用于球面测量

领域具有重要意义，但几何误差的存在会对其球面

面形测量精度造成影响，因此，为提高球坐标测量系

统的球面面形测量精度，误差辨识和误差补偿至关

重要。

球坐标测量系统几何误差可以分为与位置有关

的几何误差和与位置无关的几何误差［７］。与位置

有关的几何误差主要与旋转轴组件本身的缺陷有

关，又称为组件误差。与位置无关的几何误差主要

是装配等环节存在缺陷造成的［８］，又称为位置和方

向误差［９］（或链接误差［１０］）。

近年来，旋转轴的运动误差测量一直是国内外

学者研究的热点，提出了很多科学有效的测量方

法［１１，１２］，而对于球坐标测量系统与位置无关几何误

差的分析和测量方法则研究较少。本文主要研究球

坐标测量系统与位置无关的几何误差的辨识和补偿

方法。

球坐标测量系统与位置无关的几何误差一般作

为常量对待，通过改变各级运动链之间的变换关系，

最终影响测量系统的测量精度，且很难进行直观检

定，这与关节式坐标测量机的结构参数误差性质类

似。目前，关节式坐标测量机的结构参数主要通过
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标定方法获得，其标定方法主要是基于单点和长度

距离的测量，可以分为基于平面［１３］、距离［１４］的标定

方法、基于单点测量的标定方法［１５］以及利用特殊装

置进行标定的方法［１６，１７］。

借鉴关节式坐标测量机结构参数辨识方法，提

出一种基于高精度球面靶标的标定方法以实现球坐

标测量系统几何误差的精确辨识，同时分析影响误

差辨识精度的因素。仿真结果表明，该标定方法能

够实现几何误差的精确辨识，并提高球坐标测量系

统的球面面形测量精度。
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　系统测量原理与误差分析
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　系统结构组成与测量原理
针对高精度球面坐标测量需要提出的球坐标测

量系统结构见图１。球坐标测量系统由三个测量轴
Θ轴、Φ轴和Ｒ轴以及球心调节机构组成。其中，Θ
轴和Φ轴为高精度回转轴，测量 θ和 坐标；Ｒ轴
为高精度非接触式位移传感器，无运动轴存在，固定

于Φ轴上，测量ｒ坐标。球心调节机构为高精度定
位台，可以精确定位球心坐标。理想情况下，在装配

完成后球坐标测量系统三个测量轴的轴线两两相

交，并且汇聚于一点，其中 Φ轴轴线垂直于 Θ轴和
Ｒ轴轴线决定的平面。

图１　球坐标测量系统结构

在测量球面之前，利用高精度定位台对被测球

球心进行调整定位。在进行球面测量时，被测球绕

Θ轴旋转，位移传感器绕 Φ轴旋转并相对于被测球
面作二维回转运动，按照需要测得球面上一系列点

的坐标（θ，，ｒ），经过坐标变换转化为同一坐标系
下的三维坐标（ｘ，ｙ，ｚ），进而根据点的三维坐标拟合
球面，评价其面形精度。

"
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　误差分析
理想情况下，球坐标测量系统三个旋转轴的轴

线两两相交，且相交于一点。由于装配等环节存在

误差造成三个轴的装配结构形式偏离理想位置，引

起轴与轴之间的相对位姿误差，在装配完成后一般

当作常量对待。由于球坐标测量系统的旋转运动使

轴线位移误差对测量精度造成影响，因此与三坐标

测量机对比，其几何误差不仅包含轴与轴之间的角

度误差，还包括轴与轴之间的位移误差。综合考虑

轴与轴之间不平行、不垂直以及不相交的结构关系，

采用ＤｅｎａｖｉｔＨａｒｔｅｎｂｅｒｇ方法［１８］建立球坐标测量系

统数学模型。

图２为球坐标测量系统的坐标变换关系示意
图。图中标出了测量系统的７项几何误差（α，ａ，β，
ｂ，ε，ｃ，ｄ′），表示球坐标测量系统内部结构形式。其
中：ａ、ｂ、ｃ为相邻两轴轴线之间的位移误差；α、β、ε
为相邻两轴轴线之间的角度误差；ｄ′为位移传感器
零位置误差；ｄ为位移传感器零点 Ｏ′距坐标系原点
ＯＲ距离，存在误差ｄ′。

图２　球坐标测量系统数学模型
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　误差辨识原理

#
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　数学模型
根据ＤＨ方法在三个轴线上建立相应的坐标

系ＸΘＹΘＺΘＯΘ、ＸΦＹΦＺΦＯΦ和 ＸＲＹＲＺＲＯＲ，对应的齐
次坐标变换矩阵分别为 ＴΘΦ和 ＴΦＲ。图 ２中，以
ＸΘＹΘＺΘＯΘ坐标系为世界坐标系ＸｗＹｗＺｗＯｗ。

由图可知，世界坐标系与 ＸＲＹＲＺＲＯＲ坐标系之
间的变换关系为

ｘｗ，ｙｗ，ｚｗ，[ ]１Ｔ＝ＴΘΦＴΦＲ ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ，[ ]１Ｔ （１）
由于 Φ轴绕 Θ轴有一相对运动，转角为θ，有

ＴΘΦ＝

ｃｏｓθ －ｓｉｎθｃｏｓＡ ｓｉｎθｓｉｎＡ ａｃｏｓθ
ｓｉｎθ ｃｏｓθｃｏｓＡ －ｃｏｓθｓｉｎＡ ａｓｉｎθ
０ ｓｉｎＡ ｃｏｓＡ ０











０ ０ ０ １

由于Ｒ轴绕Φ轴有一相对运动，转角为－，则
有

ＴΦＲ＝

ｃｏｓ ｓｉｎ ００
－ｓｉｎ ｃｏｓ ００
０ ０ １０











０ ０ ０１
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ｃｏｓβ －ｓｉｎβｃｏｓＣ ｓｉｎβｓｉｎＣ ｃｃｏｓβ
ｓｉｎβ ｃｏｓβｃｏｓε －ｃｏｓβｓｉｎＣ ｃｓｉｎβ
０ ｓｉｎＣ ｃｏｓＣ ｂ











０ ０ ０ １

位移传感器测量数据设为ｒ，则
［ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ，１］

Ｔ＝［０，０，ｒ－ｄ，１］Ｔ

式中，Ａ＝π２＋α；Ｃ＝
π
２＋ε；（ｘｗ，ｙｗ，ｚｗ）为被测点在

ＸｗＹｗＺｗＯｗ坐标系中的坐标；（ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ）为被测点在
ＸＲＹＲＺＲＯＲ坐标系中的坐标；（θ，，ｒ）为角度传感器
和位移传感器测量坐标。

在系统装配完成后，球坐标测量系统７项几何
误差（α，ａ，β，ｂ，ε，ｃ，ｄ′）可以认为是固定不变的。
一旦装配完成，再对这些参数进行直接测量非常困

难，因此，用标定的方法进行参数辨识成为精确确定

这些几何误差的有效手段。

#
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　标定原理
球坐标测量系统具有３个自由度，通过二维方

向的回转运动可以测量球面上的任一点。对于理想

球面来说，球坐标测量系统的测量点都应是球面上

的点，即在世界坐标系下满足理想球面方程。实际

上，由于系统误差和随机误差的影响，且球面并非完

全理想，球坐标测量系统的测量点不可能全部满足

理想球面方程，存在一定范围的偏差是被允许的。

当系统误差分离较为彻底，随机误差控制在较

小范围时，球坐标测量系统的测量点与理想球面方

程的偏差就会越小，通过建立测量点坐标与世界坐

标系下理想球面方程之间的约束联系，可以反映球

坐标测量系统内部结构形式，进而可以运用最优化

方法求出７项几何误差，由此提出基于高精度球面
靶标的标定方法进行几何误差辨识。

图３为高精度球面靶标标定方法示意图，图中
球面上虚线所示为位移传感器的取点轨迹。

图３　高精度球面靶标标定方法

将高精度球面靶标通过支撑结构固定于球坐标

测量系统测量空间，通过 Θ轴和 Φ轴旋转运动，变

换测头空间位置姿态，并利用位移传感器测量球面

靶标上被测点的坐标，得到一组传感器测量数据

（θ，，ｒ），通过球坐标测量系统坐标变换关系式
（１），可得被测坐标点在世界坐标系下坐标 Ｐ（ｘｗ，
ｙｗ，ｚｗ）。由于测量坐标点位于球面靶标面上，因此
测量点Ｐ（ｘｗ，ｙｗ，ｚｗ）满足如下球面方程

（ｘｗ－ｘ０）
２＋（ｙｗ－ｙ０）

２＋（ｚｗ－ｚ０）
２＝Ｒ２０ （２）

式中，（ｘ０，ｙ０，ｚ０）为世界坐标系下球心坐标；Ｒ０为已
知球面半径。

因此测量点Ｐ到球心的距离ｌ为

ｌ＝ ｘｗ－ｘ( )０
２＋ ｙｗ－ｙ( )０

２＋ ｚｗ－ｚ( )０槡
２＝ｆθ，φ，ｒ，( )Ｂ

（３）
式中，（θ，，ｒ）为传感器测量数据；Ｂ为参数向量，
包含７个误差参数（α，ａ，β，ｂ，ε，ｃ，ｄ′）以及球心坐标
Ｏ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）。

变换球坐标测量系统空间姿态，并控制球坐标

测量系统在不同姿态下测量球面上 ｍ个坐标点，则
可得到ｍ个形如式（３）的非线性方程，即

ｌｉ＝ｆ（θｉ，ｉ，ｒｉ，Ｂ）ｉ＝１，２，…，ｍ （４）
由于目标是参数向量 Ｂ，可以通过式（２）和式

（４）转化为非线性最小二乘问题求解待标定参数，
其最小二乘问题可以表示为

ｍｉｎＳ＝∑
ｍ

ｉ＝１
（ｌｉ－Ｒ）

２ （５）

式中，Ｓ为目标函数，运用最优化算法求解式（５）的
最小值可以得到待标定参数的最优估计量 Ｂ^。根据
最优估计量 Ｂ^补偿数学模型即可获得精确的球面
轮廓。

针对非线性最小二乘问题（见式５），使用 Ｌｅｖ
ｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ［１９］算法进行求解，可以快速、精确
地求解参数的最佳拟合值。

$

　仿真试验

$


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　标定数据获取及参数设置
在上述理论分析基础上设计了基于 ＭＡＴＬＡＢ

的球坐标测量系统标定仿真试验。首先，构造一个

理论球坐标测量系统，设置误差参数的理论值。再

改变理论球坐标测量系统三个轴的位置姿态，以模

拟实际球坐标测量系统内部结构形式，此时，球坐标

测量系统各误差参数相对于理论值存在一个偏差，

记录下实际球坐标测量系统各误差参数数值；然后，

通过 Θ轴和 Φ轴的配合运动得到球面上均匀分布
的２８８个测量点，根据数学模型（式１）和约束条件
（式２）即可获取传感器测量理想数据；最后，对每组

３５１２０１８年第５２卷Ｎｏ．９



传感器理想数据加入一定幅值随机误差，用来模拟

实际测量时获取的测量数据，以此作为仿真标定数

据。

在理想情况下，球坐标测量系统相邻两轴两两

相交且三轴轴线交于一点，因此设置球坐标测量系

统误差参数理论值和实际值见表１。
表１　误差参数理论值与实际值

参数 α（°） ａ（ｍｍ） β（°） ｂ（ｍｍ） ε（°） ｃ（ｍｍ）ｄ′（ｍｍ）
理论值 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
实际值 ０．０２ ０．００２ ０．０２ ０．００２ ０．０２ ０．００２ －０．０６２

$
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　标定结果分析
在对球坐标测量系统进行球面面形测量时，球

面靶标的偏心值是一个变量因素，因此为了仿真试

验的全面性，需要对不同球面靶标偏心值情况分别

进行标定试验。

仿真中，考虑随机误差的影响，重复进行１０００
次标定计算，求得球面靶标在不同偏心情况下误差

参数的平均值。求解时，用理论值作为迭代初值

（见表１）。球坐标测量系统误差参数的实际值和标
定计算平均值见表２。
表２　球面靶标不同偏心值情况下误差参数标定计算平均值

参数 实际值
标定计算平均值

偏心０．５ｍｍ偏心１ｍｍ偏心１．５ｍｍ偏心２ｍｍ
α（°） ０．０２０ ０．０２００１７ ０．０２０００５ ０．０１９９９９ ０．０１９９９３
ａ（ｍｍ） ０．００２ ０．００２０００ ０．００２０００ ０．００２０００ ０．００２０００
β（°） ０．０２０ ０．０２４３４１ ０．０２０２４９ ０．０２００５８ ０．０１９８１１
ｂ（ｍｍ） ０．００２ ０．００２１０９ ０．００１９０７ ０．００１９８９ ０．００１９８２
ε（°） ０．０２０ ０．０１９６１９ ０．０２０３４９ ０．０２００４３ ０．０２００７５
ｃ（ｍｍ） ０．００２ ０．００３１３４ ０．００２０６５ ０．００２０１６ ０．００１９５０
ｄ′（ｍｍ） －０．０６２ －０．０６１９９６－０．０６２０００－０．０６２０００－０．０６２０００

　　分析表２数据可知，在偏心值为２ｍｍ时，各参
数最大误差仅为２．５％，证明了本文标定方法和标
定算法的正确性。而在球面靶标偏心值为０．５ｍｍ
时，标定计算平均值与实际值最大误差达到了

５６７％。通过对比不同偏心值情况下误差参数标定
计算平均值与实际值的偏差大小可得，球面靶标偏

心值影响７项几何误差辨识精度，随着球面靶标偏
心的增大，误差辨识精度逐渐提高。

仿真中发现，球面靶标偏心值不仅影响误差辨

识精度，同时影响误差辨识结果的稳定性，为了验证

此结论，以不同球面靶标偏心值情况下、１０００次重
复试验中误差参数标定结果的标准差（ＳｔａｎｄａｒｄＤｅ
ｖｉａｔｉｏｎ）为指标，评价标定结果的稳定性。

如图４所示，由于其中三个误差参数的标准差
接近于零，因此只给出其它四个误差参数的标准差

随球面靶标偏心值的变化曲线。由图４可知，随着

球面靶标偏心值的增大，误差参数标准差值逐渐减

小，标定结果离散程度降低，证明了标定结果稳定性

随球面靶标偏心值的增大而逐渐提高。

（ａ）距离参数标准差

（ｂ）角度参数标准差

图４　球面靶标偏心对几何误差辨识稳定性影响

$
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　试验准确性评估
为了验证７项几何误差标定结果对球坐标测量

系统测量精度的影响，分别用７项几何误差参数的
理论值和标定计算值（偏心２ｍｍ情况下）补偿数学
模型，同时处理另外１０个不同球心位置被测球的测
量理想数据，评定其球度，对比两组误差参数求得的

球度误差。其中，被测球的理想球度为零（见表３）。
被测球编号１－１０对应１０个不同球心位置的被测
球，且被测球偏心值由小增大。

表３　标定前与标定后计算球度误差对比 （μｍ）

被测球编号 标定前 标定后

１ １．７８６ ０．００５２９
２ １．７９６ ０．００５４１
３ １．８１１ ０．００５４１
４ １．８２８ ０．００５５８
５ １．８４２ ０．００６０６
６ ２．６４１ ０．０１６５６
７ ３．０９７ ０．０２５１９
８ ３．２５６ ０．０２９２７
９ ３．３０６ ０．０３８３８
１０ ３．５２８ ０．０４５４１

　　由表３可知，根据７项几何误差标定值计算求
得的被测球球度误差远远小于根据理论参数计算的

结果。同时，７项几何误差辨识结果补偿数学模型
后，能够很大程度提高球坐标测量系统的球面面形

测量精度。

%

　结语

针对球坐标测量系统几何误差辨识及补偿问
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题，借鉴机器人和关节式坐标测量机结构参数辨识

方法，提出一种基于高精度球面靶标标定的几何误

差辨识方法，并验证了该标定方法的正确性，同时证

明了球面靶标偏心值是影响误差辨识精度和辨识结

果稳定性的关键因素。

仿真试验证明，该标定方法能够精确辨识球坐

标测量系统的７项几何误差，随着球面靶标的偏心
值越大，误差辨识精度越高，误差辨识结果稳定性

越好。

经过几何误差补偿后的数学模型能够很大程度

提高球坐标测量系统的球面面形测量精度。同时，

该标定方法同样适用于其它类型测量系统误差辨识

或关节式测量机参数辨识问题，标定过程简单、

准确。
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