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考虑制造误差的圆柱斜齿轮传动动力学计算与分析
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河南理工大学机械与动力工程学院

摘要：制造误差是影响齿轮传动动态性能的不可忽略因素。在考虑时变啮合刚度、综合啮合误差和阻尼等非

线性因素基础上，建立含有制造误差的六自由度斜齿轮动力学模型。采用蒙特卡洛法求解齿轮的制造误差，利用

龙格卡库法求解建立的齿轮动力学模型，通过分析一对实际的啮合齿轮得到其传动动态特性。研究表明：制造误

差是影响齿轮传动误差的最主要因素，齿轮的误差激励是影响高速重载齿轮动态特性的关键因素，对于高速重载

齿轮需提高其制造精度以减小误差激励。

关键词：制造误差；传动误差；蒙特卡洛方法；齿轮动力学

中图分类号：ＴＧ８６；ＴＨ７４１　　　文献标志码：Ａ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００－７００８．２０２０．０９．０２２

ＤｙｎａｍｉｃＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎａｎｄＡｎａｌｙｓｉｓｏｆＣｙｌｉｎｄｒｉｃａｌＨｅｌｉｃａｌＧｅａｒＴｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ
ｂｙＣｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇＭａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇＥｒｒｏｒ

ＬｉｕＲｕｉｔａｏ，ＺｈａｎｇＤｅｎｇｐａｎ，ＺｈａｎｇＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＷａｎｇＬｉｙａｎｇ，ＷａｎｇＹｕ

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇｅｒｒｏｒａｆｆｅｃｔｓｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｉｓａｎｏｎｎｅｇｌｉｇｉｂｌｅｆａｃｔｏｒ．
Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｆａｃｔｏｒｓｓｕｃｈａｓｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｍｅｓｈｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓ，ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｍｅｓｈｉｎｇｅｒｒｏｒａｎｄｄａｍｐｉｎｇ，ａｓｉｘｄｅｇｒｅｅｏｆ
ｆｒｅｅｄｏｍｈｅｌｉｃａｌｇｅａｒｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｗｉｔｈｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇｅｒｒｏｒｉｓｆｏｒｍｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｍｅｔｈｏｄｉｓｕｓｅｄｔｏｓｏｌｖｅ
ｔｈｅｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｇｅａｒ．Ｔｈｅｇｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｉｓｓｏｌｖｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｒｕｎｇｅｋａｋｕｍｅｔｈｏｄ，ｂｙａｎａ
ｌｙｚｉｎｇａｐａｉｒｏｆａｃｔｕａｌｍｅｓｈｉｎｇｇｅａｒｓ．Ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｓｈｏｗｓｔｈａｔ
ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇｅｒｒｏｒｉｓｔｈｅｍｏｓｔｉｍｐｏｒｔａｎｔｆａｃｔｏｒａｆｆｅｃｔｉｎｇｔｈｅｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｅｒｒｏｒ．Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｏｆｇｅａｒｉｓｔｈｅｋｅｙ
ｆａｃｔｏｒｔｈａｔａｆｆｅｃｔｓｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｈｉｇｈｓｐｅｅｄａｎｄｈｅａｖｙｌｏａｄｇｅａｒ．Ｆｏｒｈｉｇｈｓｐｅｅｄｈｅａｖｙｄｕｔｙｇｅａｒ，ｍａｎｕｆａｃ
ｔｕｒｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｓｈｏｕｌｄｂｅｉｍｐｒｏｖｅｄｔｏｒｅｄｕｃｅｅｒｒｏｒｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇｅｒｒｏｒ；ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｅｒｒｏｒ；ｍｏｎｔｅｃａｒｌｏｍｅｔｈｏｄ；ｇｅａｒｄｙｎａｍｉｃ

!

　引言

高精度的齿轮零件可以获得准确的传动比，目

前，齿轮的制造精度越来越高，噪声控制越来越

好［１］。但在实际的齿轮制造过程中，由于机床加工

精度、刀具磨损及齿轮毛坯安装位置等因素使得齿

轮的制造误差难以避免。由于齿轮是弹性体，理论

渐开线不能精确啮合，故齿轮在传动过程中必定存

在误差。

齿轮制造误差的组成比较复杂，检测齿轮制造

误差的项目繁多［２］，在齿轮动力学上，齿轮制造误

差反馈在齿轮传递误差上。陈文华等［３］针对齿轮

中各项制造误差具有不同分布概率的特点，提出了

齿轮系统传递误差的蒙特卡洛分析方法；林长洪

等［４］通过研究传动误差的计算方法，得出使用蒙特

卡洛法进行齿轮的传动误差计算最为方便的结论；

林江［５］研究了齿轮制造误差对齿轮振动的影响并

提出了一种齿轮啮合线上综合误差的计算方法；

ＣｈｅｎＨ．Ｔ．等［６］通过研究发现齿轮制造误差的随机

波动，将制造误差中引入随机变量进行分析计算；魏

静等［７］定性地分析了激励频率、啮合阻尼以及齿间

间隙对六自由度斜齿轮系统的影响，研究了其分岔

与混沌的激励与途径。

综上所述，目前制造误差主要近似表示为正弦

函数形式，但对其参数取值的数值范围多为自定义，

失去了准确性。本文采用蒙特卡洛模拟法分析齿轮

制造误差的科学取值，并建立斜齿圆柱齿轮副弯 －
扭 －轴耦合分析模型，利用 ＭＡＴＬＡＢ软件中的
ｏｄｅ４５模块求解分析一对实际啮合齿轮，研究高速
重载齿轮的动力学特性。

"

　齿轮系统激励参数分析

在齿轮传动运行过程中，会伴随着复杂的激励

产生，齿轮的内部激励主要是刚度激励、误差激励以

及啮合冲击激励［８］，研究造成齿轮内部激励的因素

对齿轮动态性能的分析至关重要。
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　制造误差
齿轮制造误差是齿轮在生产中多过程叠加的结

果，其中包括加工机床系统误差、刀具误差和齿轮定

位误差等。目前，大部分学者都将齿轮的综合制造

误差曲线近似表示为一条正弦曲线［９］（见图１）。

图１　齿轮制造误差

齿轮的综合制造误差曲线的表达式可表示为

ｅ（ｔ）＝ｅｍ＋ｅｘｓｉｎ（２πωｔ／Ｔ＋φ） （１）

式中，ｅｍ为齿轮啮合误差常值；ｅｘ为齿轮啮合误差
的幅值；Ｔ，ω，φ分别为齿轮副啮合周期、啮合频率
和初始相位角。

对于以上参数的取值，多数研究是将齿轮啮合

误差常值取值为０，对齿轮啮合误差的幅值取值为
１μｍ或１０μｍ。但是齿轮的制造误差幅值不是恒定
不变，而是含有很多随机因素的叠加组合，故分析齿

轮制造误差可以使用概率的方法。

为了更加符合实际情况，采用蒙特卡洛方法来

计算齿轮的制造误差。齿轮的制造误差总体来说可

分为几何偏心与运动偏心两种［１０］，所以齿轮的制造

误差可以由反映齿轮几何偏心与运动偏心的切向综

合误差Ｆｉ和反映齿轮齿形误差与基节误差的齿间
切向综合误差ｆｉ来表示。其公式为

Ｔ＝１２（Ｆｉ－ｆｉ）ｓｉｎθ＋
１
２ｆｉｓｉｎｎθ （２）

式中，θ为齿轮相位角，服从［０，２π］间的均匀分布；

ｎ为齿数；１２（Ｆｉ－ｆｉ）和
１
２ｆｉ均服从瑞利分布，两者

相互独立。

由
１
２（Ｆ′ｉ－ｆ′ｉ）与

１
２ｆ′ｉ可分别得出其概率分布

函数、抽样公式和分布参数，可表示为

Ｆ（ｘ）＝１－ｅｘｐ［－１２（
Ｘ
η
）２］ （３）

Ｘ＝η －２ｌｎ槡 Ｒ （４）
式中，Ｒ为服从［０，１］均匀分布的随机变量；η为分
布参数。

１
２（Ｆ′ｉ－ｆ′ｉ）的分布参数η１为

Ｆ（１２（Ｆ′ｉ－ｆ′ｉ））＝１－ｅｘｐ（－
１
２
１
２
（Ｆ′ｉ－ｆ′ｉ）
η１

）[ ]２ （５）
η１＝

（Ｆ′ｉ－ｆ′ｉ）
２ －２ｌｎ（１－０．９９７槡 ）

＝
Ｆ′ｉ－ｆ′ｉ
６．８ （６）

同理可得
１
２ｆ′ｉ的分布参数η２为

η２＝
ｆ′ｉ

２ －２ｌｎ（１－０．９９７槡 ）
＝
ｆ′ｉ
６．８ （７）

齿轮相位角θ的概率分布函数为

ｆ（ｘ）＝１２π
（０≤ｘ≤２π） （８）

其抽样公式为

Ｘ＝２πＲ （９）
"


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　传动误差的计算
齿轮在啮合传动中，由于制造误差、安装误差和

啮合弹性变形等原因会使齿轮系统在啮合传动时产

生传动误差。齿轮传动误差的存在会影响齿轮传动

的平稳性，增大齿轮在运行过程中的振动与噪音。

从动轮的实际转角可能与理论转角不相等，实际转

角与理论转角之差即为传动误差。斜齿轮传动误差

的表达式为

ＴＥ＝ｒ１θ１－ｒ２θ２＋ｙ１＋ｙ２ （１０）

"


#

　啮合刚度与啮合阻尼的计算
齿轮啮合刚度有很多算法［１１－１３］，计算流程与

参数使用较复杂，本文引用机械振动手册中的斜

齿轮平均啮合刚度与重合度的关系和齿轮平均啮

合刚度与直齿轮的关系计算出斜齿轮的平均啮合

刚度［１４］。齿轮啮合阻尼包括齿轮材料阻尼和齿面

的润滑阻尼，在齿轮动力学研究中的齿轮啮合阻

尼主要是齿轮的材料阻尼。齿轮啮合阻尼［１５］的表

达式为

Ｃｍ＝２ξ
ｋｍｒ

２
ａｒ
２
ｐＩａＩｐ

Ｉａｒ
２
ａ＋Ｉｐｒ

２槡 ｐ

（１１）

式中，ξ为齿轮啮合阻尼比系数，文献［１６，１７］通过
计算和试验分析得出ξ的取值为０．０３～０．１７，本文
取值为０．０８；Ｉａ，Ｉｐ分别为大小齿轮的转动惯量；ｋｍ
为齿轮的平均啮合刚度；ｒａ，ｒｐ分别为大小齿轮的分
度圆半径。

#

　斜齿轮副动力学模型

在斜齿圆柱齿轮传动中，齿轮在啮合中除扭转

振动和横向振动外，还会产生轴向的动态啮合力。

因此，对于斜齿轮系统需建立啮合型弯 －扭 －轴耦
合振动的三维空间振动模型。其分析模型为
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ｍａ̈ｙａ＋ｃａｙｙａ＋ｋａｙｙａ＝－Ｆｙ
ｍａ̈ｚａ＋ｃａｚｚａ＋ｋａｚｚａ＝Ｆｚ
Ｉａ̈θａ＝－Ｔａ－ＦｙＲａ
ｍｐ̈ｙｐ＋ｃｐｙｙｐ＋ｋｐｙｙｐ＝Ｆｙ
ｍｐ̈ｚｐ＋ｃｐｙｚｐ＋ｋｐｙｚｐ＝－Ｆｚ
Ｉｐ̈θｐ＝－Ｔｐ－ＦｙＲ















ｐ

（１２）

式中，θｉ，̈θｉ（ｉ＝ａ，ｐ）分别为主、从动齿轮的扭转振动
速度和加速度；Ｉｉ（ｉ＝ａ，ｐ）分别为主、从动齿轮绕其
轴线的转动惯量；Ｔｉ（ｉ＝ａ，ｐ）分别为主、从动齿轮的
外载荷力矩。

图２　斜齿轮弯－扭－轴耦合振动模型

由图２可知，齿轮的动态啮合力为
Ｆｙ＝ｃｏｓβ［ｋｍ（ｙａ＋ｒａθａ－ｙｐ＋ｒｐθｐ－ｅｙ）

＋ｃｍ（ｙａ＋ｒａθａ－ｙｐ＋ｒｐθｐ－ｅｙ）］ （１３）
Ｆｚ＝ｓｉｎβ［ｋｍ（ｚａ－（ｒａθａ＋ｙａ）ｔａｎβ－ｚｐ

＋（ｙｐ－ｒｐθｐ）ｔａｎβ－ｅｚ）＋ｃｍ（ｚａ－（ｙａ＋ｒａθａ）ｔａｎβ－ｚｐ＋

（ｙｐ－ｒｐθｐ）ｔａｎβ－ｅｚ）］ （１４）

$

　计算仿真结果与分析

斜齿轮的基本参数见表１。利用蒙特卡洛模拟
１００００次计算出的齿轮制造误差幅值见图３。由图
可知，齿轮的制造误差幅值不是简单的人为设定。

代入本文数据，按照置信区间为９５％，可取齿轮的
啮合误差幅值为１３．１μｍ。

表１　某啮合齿轮副齿轮基本参数

参数 齿轮１ 齿轮２
齿数 ２１ ３７

模数（ｍｍ） １５
压力角（°） ２０
螺旋角（°） １４
质量（ｋｇ） ２０５ ２８９
齿轮精度等级 ５

齿间切向综合误差（μｍ） １２．９２７
切向综合误差（μｍ） ４８．９２７

η１ １．９０１
η２ ５．２９４

图３　蒙特卡洛模拟１００００次制造误差

利用 ＭＡＴＬＡＢ软件中集成的 ｏｄｅ４５模块编写
求解程序，将参数代入建立的６自由度齿轮系统动
力学模型求解，得出齿轮不同载荷与齿轮传动误差、

加速度和力的关系，结果如图４～图６所示。

图４　转矩与斜齿轮最大加速度关系

图５　转矩与斜齿轮最大啮合力关系

由齿轮最大传动误差幅值可知，齿轮制造误差

对齿轮传动误差影响较大，而由安装误差以及受载

形变引起的传动误差影响较小。由仿真结果图形可

知，在重载条件下，齿轮啮合误差幅值随着齿轮载荷

的增大而增大，说明载荷与重载齿轮的动态响应呈

正相关，齿轮最大啮合力与最大啮合加速度随着转

速的增加在低速阶段基本保持平稳，在高速阶段呈

现增大趋势。
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图６　转矩与斜齿轮最大传动误差关系

%

　结语

（１）齿轮的制造误差幅值变化与齿轮的制造精
度、模数、齿数有关。

（２）制造误差对齿轮传动误差的影响较大，齿
轮传动误差研究应当着重关注齿轮制造误差形成的

机理以减小齿轮传动误差。

（３）在低速阶段，刚度激励是影响齿轮动态特
性的主要因素。在高速阶段，齿轮最大啮合误差明

显变大，误差激励对齿轮的动态响应增大。因此当

选用高速重载齿轮时，应选用高精度齿轮或采用齿

轮修形技术处理来减小由误差激励引起的系统动态

响应。
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