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基于 ＭＡＴＬＡＢ解决成形砂轮出刀干涉问题

李腾，闫鹏辉，余功炎，姬汶辰

陕西法士特齿轮有限责任公司

摘要：成型砂轮的出刀行程会影响磨齿加工效率和质量。本文基于 ＭＡＴＬＡＢ软件对成型砂轮磨齿加工的接
触线进行了仿真研究，通过对齿轮啮合原理的分析，得出了安装角与出刀行程之间的变化规律，并提出一种优化砂

轮安装角以减小出刀行程的方法。该方法在减小砂轮出刀行程、提高加工效率和避免加工干涉等方面取得了良好

效果，并在实际生产中进行了验证和推广应用。

关键词：成型磨齿；接触线；ＭＡＴＬＡＢ；出刀行程
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　引言

数控成型磨齿机在加工斜齿轮时，砂轮和齿轮

之间的接触为一条空间曲线，随着机床数控轴的联

动，该空间接触曲线沿齿宽方向包络形成完整齿面。

研究发现，调整同一被加工齿轮的砂轮安装角，可以

控制和调整接触线沿齿轮轴向的高度和形状，其中

接触线的高度直接影响砂轮磨削时沿齿向出刀行程

长短，减小出刀行程可以缩短零件的加工时间，提高

加工效率。

对于砂轮出刀空间有限的零件，如双联齿轮、滚

齿未完全出刀和齿端靠近夹具支撑面等特殊情况，

通过减小出刀行程可有效解决干涉问题。减小出刀

行程也可以实现更大直径砂轮磨削，提高砂轮寿命，
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减少刀具更换次数。

本文基于齿轮啮合原理，对成型砂轮磨齿时砂

轮与工件的接触条件进行推导求解，借助 ＭＡＴＬＡＢ
软件进行仿真研究，提出调整砂轮安装角优化接触

线来减小出刀行程的方法，并对该方法进行实际应

用验证。

"

　砂轮与工件接触线求解

"


!

　齿轮螺旋面方程推导
成型磨齿加工时，砂轮沿自身轴线回转的同时

沿工件轴进行轴向进给运动。假设齿轮的螺旋面已

由砂轮加工完成，则在砂轮和齿轮相对运动的任意

时刻，两表面总有一条相切的接触线，将该接触线绕

齿轮轴线做螺旋运动便形成螺旋齿面［１］。

图１　成型磨削坐标系

如图１所示，坐标系 ｏｘｙｚ与零件固连，坐标系
ＯＸＹＺ与砂轮固连。砂轮轴线和齿轮轴线间的夹
角和刀具安装角均为Σ，轴线间的中心距为ａ［２］。

直线在定圆上做纯滚动，直线上任一点的运动

轨迹即为渐开线。如图２所示，Ａ点为基圆上展开
角为Ｕ的对应点，Ｍ点为其曲率半径端点。由几何
关系可推出齿槽左侧渐开线方程为

ｘ０（ｕ）＝ｒｂｃｏｓ（ｕ＋δ０）＋ｒｂｕｓｉｎ（ｕ＋δ０）

ｙ０（ｕ）＝－ｒｂｓｉｎ（ｕ＋δ０）＋ｒｂｕｃｏｓ（ｕ＋δ０{ ）
（１）

Ｍ′为Ｍ旋转θ角后所得点，其基圆上对应点为
Ｂ。将渐开线绕Ｚ轴沿螺旋角旋转后形成齿槽左侧
螺旋面方程为

ｘ＝ｒｂｃｏｓ（ｕ＋δ０－θ）＋ｒｂｕｓｉｎ（ｕ＋δ０－θ）

ｙ＝－ｒｂｓｉｎ（ｕ＋δ０－θ）＋ｒｂｕｃｏｓ（ｕ＋δ０－θ）

ｚ＝ｐ
{

θ

ｐ＝
ｐｚ
２π

（２）

式中，ｕ为展开角；ｒｂ为基圆半径；δ０为齿槽半角；θ
为螺旋角；ｐｚ为导程。

假设齿根圆弧为单圆弧且与渐开线相切（见图

３），Ｃ点为圆弧圆心，Ｂ点为圆弧与渐开线接触点，Ａ
点为Ｘ轴与圆弧的交点。由几何关系可推出齿根

单圆弧方程为

ｘ（ｕ）＝ｘｃ＋ｒｆ－ｒｃｏｓｕ

ｙ（ｕ）＝ｙｃ＋ｒｓｉｎ{ ｕ
（３）

同理，可以推导出单圆弧段螺旋面方程为

ｘ＝（ｘｃ＋ｒｆ－ｒｃｏｓｕ）ｃｏｓθ－（ｙｃ＋ｒｓｉｎｕ）ｓｉｎθ

ｙ＝（ｘｃ＋ｒｆ－ｒｃｏｓｕ）ｓｉｎθ＋（ｙｃ＋ｒｓｉｎｕ）ｃｏｓθ

ｚ＝ｐ
{

θ

（４）

式中，ｕ为展开角；ｒｂ为齿根圆半径。

图２　渐开线坐标系

图３　齿根圆弧坐标系

"


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　接触条件推导
设任意曲面的方程为

ｒ＝ｒ（ｕ，θ）＝ｘ（ｕ，θ）ｉ＋ｙ（ｕ，θ）ｊ＋ｚ（ｕ，θ）ｋ （５）
则在曲面上任意一点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）处的法线矢量为

ｎ＝ｒ
ｕ
×ｒ
θ
＝ｎｘｉ＋ｎｙｊ＋ｎｚｋ （６）

ｒ
ｕ
＝ｘ
ｕ
ｉ＋ｙ
ｕ
ｊ＋ｚ
ｕ
ｋ

ｒ
θ
＝ｘ
θ
ｉ＋ｙ
θ
ｊ＋ｚ
θ

{ ｋ
（７）

ｎｘ＝

ｙ
ｕ

ｚ
ｕ

ｙ
θ

ｚ
θ

ｎｙ＝

ｚ
ｕ

ｘ
ｕ

ｚ
θ

ｘ
θ

ｎｚ＝

ｘ
ｕ

ｙ
ｕ

ｘ
θ

ｙ




















θ

（８）

通过坐标系的旋转与移动，刀具坐标系与工件

坐标系可以相互转换，且存在如下几何关系
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Ｘ
Ｙ







Ｚ
＝
ａ







０
０
＋
－１ ０ ０
０ －ｃｏｓΣ －ｓｉｎΣ
０ －ｓｉｎΣ ｃｏｓ







Σ

ｘ
ｙ







ｚ

（９）

式中，ａ为中心距；Σ为刀具安装角。
设点Ｍ为螺旋面任意一点在工件坐标系中的

坐标为（ｘ，ｙ，ｚ），在刀具坐标系中为（Ｘ，Ｙ，Ｚ）。Ｍ点
相对于量坐标原点的径矢为

ｒ＝ｏＭ＝ｘｉ＋ｙｊ＋ｚｋ
Ｒ＝ｏ′Ｍ＝Ｘｉ′＋Ｙｊ′＋Ｚｋ′

设刀具回转角速度为 ω′，工件回转角速度为
ω，则Ｍ点随工件运动的线速度为

珒ｖ１＝ω（珗ｋ×珒ｒ＋ｐ珗ｋ）

Ｍ点随刀具运动的线速度为
珒ｖ２＝ω′（珗ｋ′×珝Ｒ）

相对速度为

珒ｖ１２＝ω（珗ｋ×珒ｒ＋ｐ珗ｋ）－ω′（珗ｋ′×珝Ｒ）

在接触点处公法线应与相对速度垂直，由此可

得接触线条件为

珒ｖ１２珗ｎ＝０

即

ω（珗ｋ×珒ｒ＋ｐ珗ｋ）珗ｎ－ω′（珗ｋ′×珝Ｒ）珗ｎ＝０

由于螺旋面上任意一点的点速度就在该点的螺

旋线切线方向，因此上式的第一项为０。接触条件
可以简化为

（珗ｋ′×珗Ｒ）珗ｎ＝０
ｒ＝ｘｉ＋ｙｊ＋ｊｋ
Ｒ＝－ａｉ＋ｒ＝（ｘ－ａ）ｉ＋ｙｊ＋ｚｋ
ｋ′＝－ｓｉｎΣｊ＋ｃｏｓΣｋ
ｎ＝ｎｘｉ＋ｎｙｊ＋ｎｚ

}
ｋ

－ｎｘ（ｙｃｏｓΣ＋ｚｓｉｎΣ）＋ｎｙ（ｘ－ａ）ｃｏｓΣ＋
ｎｚ（ｘ－ａ）ｓｉｎΣ＝０

化简可得

ｚｎｘ＋ａｎｙｃｏｔΣ＋（ａ－ｘ＋ｐｃｏｔΣ）ｎｚ＝０

结合螺旋面方程可推导出圆柱斜齿轮的接触条

件［３］，齿槽左侧接触条件为

θ＋
ｒ２ｂｕ
ｐ２
＋
（ｐａｃｏｔΣ＋ｒ２ｂ）ｃｏｔ（ｕ＋δ０－θ）

ｐ２
－

ｒｂ（ｐｃｏｔΣ＋ａ）
ｐ２ｓｉｎ（ｕ＋δ０－θ）

＝０

齿槽右侧接触条件为

θ－
ｒ２ｂｕ
ｐ２
－
（ｐａｃｏｔΣ＋ｒ２ｂ）ｃｏｔ（ｕ＋δ０＋θ）

ｐ２
＋

ｒｂ（ｐｃｏｔΣ＋ａ）
ｐ２ｓｉｎ（ｕ＋δ０＋θ）

＝０

齿根单圆弧接触条件为

ｐ２θｃｏｓ（ｕ－θ）－ａｐｓｉｎ（ｕ－θ）ｃｏｔΣ＋［ａ－（ｘｃ＋ｒｆ）ｃｏｓθ＋

ｙｃｓｉｎθ＋ｒｃｏｓ（ｕ－θ）＋ｐｃｏｔΣ］［（ｘｃ＋ｒｆ）ｓｉｎｕ＋ｙｃｃｏｓｕ］＝０

#
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建模仿真与加工验证

如图４所示，以某个典型双联齿轮为例，第Ι齿
圈采用成型磨齿机加工，齿部参数见表１，选用砂轮
直径不能超过７０ｍｍ，否则砂轮与齿Ⅱ会形成干涉，
无法加工，砂轮使用寿命仅１８件。

表１　工件参数

齿数 法向模数 分度圆压力角 变位系数 螺旋角

１８ ４．３０５ ２６° ０．１２５ １４．１１１°
齿全高 齿顶高 ＳＡＰ直径 中心距 分度圆半径

１０．１０５ ５．０４７ ７６．０３８ ７６ ３９．９５

图４　加工干涉

确定砂轮安装角和中心距以后，接触线的形状

也随之确定。如图５所示，接触线由齿槽左侧接触
线、齿根圆弧接触线和齿槽右侧接触线三部分组成。

当中心距不变、改变安装角时，出刀行程会出现两种

情况：一种如图５所示，齿槽两侧 ＳＡＰ点高度差大
于齿槽两侧齿顶高度差，此时齿槽两侧 ＳＡＰ点高度
差为出刀行程；另一种如图６所示，齿槽两侧 ＳＡＰ
点高度差小于齿槽两侧齿顶高度差，此时齿槽两侧

齿顶高度差为出刀行程。

在瑞士ＲＥＩＳＨＡＵＥＲ公司ＲＺ２６０磨齿机床上输入
不同的安装角，提取砂轮出刀行程值与本模型的仿真

值进行对比。如图７所示，横坐标为安装角，纵坐标为
出刀行程。可知，仿真结果和实际值趋势一致，数据基

本吻合，从而验证了仿真结果的真实性和有效性。

图５　ＳＡＰ点高度差大于齿顶高度差
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图６　ＳＡＰ点高度差小于齿顶高度差

图７　仿真与实际对比

图８是针对表１中零件不同安装角时齿槽两侧
齿面ＳＡＰ点和齿顶处的高度差。由图８可以看出：

①当安装角＜７３．６９°时，齿槽两侧齿面 ＳＡＰ点
处高度差大于齿顶处的高度差。此时齿槽两侧ＳＡＰ
点处的高度差为砂轮的出刀行程，在此范围内随着

砂轮安装角增大，出刀行程逐渐减小。

②当７３．６９°≤安装角≤７９．１９°时，齿槽两侧齿
面ＳＡＰ点处高度差小于齿顶处的高度差。此时齿
槽两侧齿顶处高度为砂轮的出刀行程，在此范围内

随着砂轮安装角增大，出刀行程逐渐增大。

图８　不同安装角时齿槽两侧齿面ＳＡＰ点与齿顶处的高度差

③当安装角＞７９．１９°时，齿槽两侧齿面 ＳＡＰ点
处高度差大于齿顶处的高度差。此时齿槽两侧ＳＡＰ

点处的高度差为砂轮的出刀行程，在此范围内随着

砂轮安装角增大，出刀行程逐渐增大。

常规加工程序调试时，一般根据经验将

７５８８９°（即９０°－β）作为砂轮安装角，然后通过数
次的试验改变安装角，费时费力。通过本文研究可

大幅提高现场的调试效率。

分析数据可知，根据安装角经验值调试的砂轮

出刀行程为７．３９８ｍｍ，求解的最优安装角砂轮出刀
行程为５．６０６ｍｍ，砂轮出刀行程减少１．７９２ｍｍ，约
减小２４％。此外，减小出刀行程后，可以使用更大
的７４ｍｍ直径砂轮磨削而不产生干涉，砂轮寿命
提升到２４件，相比原７０砂轮寿命提升３０％左右，
加工成本大幅降低，同时减少了每班砂轮更换次数，

大幅提升了设备有效利用率。通过在某些出刀空间

更有限而无法磨齿的工件上应用该项研究成果进行

优化后，最终实现了磨齿加工。

$

　结语

本文对成形砂轮接触线进行了推导，基于

ＭＡＴＬＡＢ软件对接触线进行仿真计算，并进行了验
证，保证了仿真计算的真实性和有效性。通过改变

安装角求解出刀行程最优解得出以下结论：

（１）改变成型磨齿机砂轮安装角会对砂轮出刀
行程产生影响，现场加工时可以通过调整安装角来

避免极端情况下加工干涉问题。

（２）本文建立的接触线优化模型可精确计算最
优安装角，便于指导生产现场磨齿机调试。

（３）该项研究可以应用于齿轮结构设计阶段。
在设计齿轮时计算磨齿出刀行程最优解，从而避免

空间不足无法加工的问题。

参考文献

［１］蒋云龙．成形磨削齿向修形误差补偿及其仿真加工［Ｄ］．
重庆：重庆大学，２０１６：９－１１．

［２］丁国龙，张颂，赵大兴，等．齿轮成形磨削砂轮廓形优化
研究［Ｊ］．中国机械工程，２０１５，２６（６）：７４４－７４５．

［３］吴序堂．齿轮啮合原理［Ｍ］．西安：机械工业出版社，
２００９．
第一作者：李腾，工程师，陕西法士特齿轮有限责任公

司，７１００７７西安市
ＦｉｒｓｔＡｕｔｈｏｒ：ＬｉＴｅｎｇ，Ｅｎｇｉｎｅｅｒ，ＳｈａｎｘｉＦａｓｔＧｅａｒＣｏ．，

Ｌｔｄ．，Ｘｉ′ａｎ７１００７７，Ｃｈｉｎａ

４０１ 工 具 技 术


